Jeudi 27 mars 2025 Groupes de 1ére B (F Villette)

Devoir Surveillé de Spécialité Mathématiques niveau 1ére
Durée : 2 heures ELEMENTS DE CORRECTION Calculatrice autorisée

Le sujet est composé de 6 exercices présentés sur 3 pages.

Le sujet en entier sera rendu avec votre copie.

Les exercices peuvent étre traités dans l'ordre de votre choix. La qualité de l'expression et la rigueur de la
rédaction seront prises en compte dans l'évaluation de votre copie ... Bon travail !

Exercice 1 : 3 points

Cet exercice est un QCM (questionnaire a choix multiples) pour lequel une seule réponse par question est
exacte. On ne demande aucune justification.

Vous reporterez sur votre copie le numéro de la question suivie de la lettre correspondante a votre choix
pour la proposition que vous jugez exacte. Une bonne réponse rapporte 0,5 point.

Une absence de réponse, plusieurs réponses ou une réponse fausse ne rapporte ni n'enléve aucun point.

1. Soit la suite arithmétique (u,,) de raison 7 et de terme u, = 3. Alors, pour tout entier naturel n, on a :
a. u,=3n+7 b. u, =7x3" c. u, =3x7" d u,=7n+3

2. Soit la suite arithmétique (a,) telle que as = 4 et a;s = 19. Alors, on peut en déduire :

a. ao == _3 b. a10 ES 11,5 C. azo S 28 d. a30 = 4’0
80
3.La somme k=2+3+4+--+79+80 estégalea:
k=2
a. 3240 b. 3160 c. 3159 d. 3239

4. La suite (a,) est définie par a, = 20 et pour tout n de N, a,,,; = 10a,, — 100. Alors ...

a. a, =100 b. a; = 8900 . a, =89000 d. a; = 889 000
5. (u,) est la suite arithmétique de premier terme u, et telle que u; = —4 et u;, = —17,5. Sa raison est :
a.r =—0,5 b.r=_73 c.r=% d.r=15

6. (u,,) est la suite arithmétique de raison 1,5 telle que uy = 5.
Avec la calculatrice, on conjecture que la suite (u,,) a pour limite ...

a. lim u,=0 b. lim u=-5 c. lim u, =-o d lim u=+4o
n- +oo n- +oo n- +oo n - 4o

Exercice 2 : 2 points

Soit la suite (u,,) définie pour tout entier naturel n non nul par :
Uu, = 2+ ﬁ .

Pour chacune des deux propositions suivantes, dire d'abord si elle est VRAIE ou FAUSSE (on pourra
s'aider de la calculatrice pour trouver la réponse), puis justifier clairement votre réponse, par une
démonstration si la proposition est vraie ou par un contre-exemple si elle est fausse.

Proposition 1 : La suite (u,) est arithmétique ; FAUX

. _ 1 _ _ 1 _ 9 _ 1 _ 19 . _ 3 X _ 5
Ona.u1—2+?—3 u2—2+2—2—z u3—2+3—2—? et.uz—ul——z et.u3—u2——;

Donc : u; —u; # us3 —u, Donc (u,) n’est pas une suite arithmétique.
Proposition 2 : La suite (u,) est décroissante pour tout entier naturel n non nul ; VRAI
1 _(2+i>: 1 _i:nz—(n+1)2: —2n—1
(n+1)2 n? (n+1)2 n? (n + 1)%n? (n + 1)%n?
1

<0

vneN" u,,—u, =2+




Exercice 3 : 4 points

Soit une suite (w,,) définie par w; = 0 et pour tout entier naturel n non nul par :
nw, + 4
Wpy1 = —————
n+1 n + 1

1. Calculer w, et ws (on détaillera les calculs).

_ 1IxXwq+4

_ 2Xw,+4 8
Wit1 = 111 =3

=2 et:w =
2+1 2+1 3

2. On considere une suite (a,,) définie pour tout entier naturel n non nul par : a,, = nw,, .

a. Démontrer que, pour tout entier naturel n nonnul, ona: a,,; =nw, +4.

VneEN" appq =M+ Dwyy=+1)

nwp+4 n+1
——=—(nw, +4) =nw, +4
n+1 n+1 ( n + ) n +

b. Montrer alors que (a,) est une suite arithmétique dont on précisera la raison et le premier terme a;.
vneN* a1 —a, =nw, +4 —nw, =4 (indépendant de n).

Donc la suite (a,,) est une suite arithmétique de raison 4 et de premier terme a; = 1 X w; = 0.

c. En déduire 'expression du terme général a,, en fonction de n, pour tout n € N*.

Donc,Vn € N*, a,=a;, +(n—1) x4 =4n—4

3. a. Montrer que, pour tout entier naturel non nul n, on a :

Lk
Wy, =4——.
n n
in—4 4
VREN', w,==""=4—=-
n n n

b. La suite (w,,) semble-t-elle convergente ? Justifier.
La suite (w,,) semble converger vers 4.
En effet,

4
lim w, = lim (4——)=4

n-— +oo n - +oo n

Exercice 4 : 3 points

Le service comptable d’un magasin réalise une étude sur le fichier des clients qui ont fait des achats le
premier samedi du mois de novembre 2019.

Il constate que 15% des clients ont effectués leurs achats avec une carte de fidélité.

Parmi ceux-ci, 80% ont réalisé¢ des achats d’un montant supérieur a 50 €.

Parmi les clients qui n’ont pas effectué leurs achats avec une carte de fidélité, 60% ont réalisés des achats
d’un montant supérieur a 50 €.

On choisit au hasard un client dans le fichier client. On considére les événements :

e F: «Leclient a effectué ses achats avec une carte de fidélité ».

e S:«Leclient a réalisé des achats d’un montant supérieur a 50 € » i'// j

0(1 {/' F :1 ' S

1) Construire un arbre pondéré représentant cette situation. g % (Y
Py, Jo- e

2) Décrire par une phrase I’événement F N S, puis calculer sa probabilit¢ P(F N S)

F NS : « Le client a effectué ses achats avec une carte de fidélité et a réalisé des achats d’un montant
supérieur a 50 €. »

Ona:P(FNS)=P(F)xP:(S)=015x%x08=0,12
2



3) Montrer que la probabilité de I’événement S est 0,63.
On utilise la formule des probabilités totales avec le systéme complet d’événements : { F; F}. Ona:
P(S)=PFnS)+P(FnS)=0,12+P(F) X Ps(S) =0,12+ 0,85 % 0,6 = 0,12+ 0,51 = 0,63

4) Calculer la valeur approchée a 1073 prés de la probabilité de I’événement « Le client a effectué ses
achats avec une carte de fidélité sachant qu’il a réalis¢ des achats d’un montant inférieur a 50 € »

P(SNF) P(F)xPx(S) 0,15x0,2 0,03
P§)  1-P(¢S)  1-063 037

Ps(F) = ~ 0,081

Exercice 5 : 4 points

2

L P . I3 . . n
On considére la suite (u,, ) définie, pour tout entier naturel n, par u,, = ——r

On se propose d’étudier le sens de variations de cette suite de deux maniéres.

Partie A

2
Soit fune fonction définie sur | — 1 ; 4+oo[ par f(x) = %
1) Déterminer la dérivée de f, notée f'.

On a, en posant pour tout x de | — 1; +oo[, u(x) = x> et:vx)=x+1, f(x) = %
u’'(x)=2x vix)=1

4. , _woxv)-u@)xvr(x) _ 2xex(x+1)-x2x1 _ x%42x _ x(x+2)
Alors, pour toutx de | — 1; +oo[, f'(x) = 200 = Ty =~ i

2) Dresser le tableau de variations de la fonction f* en justifiant votre démarche.
Les variations de la fonction f'sur R sont données par le signe de sa dérivée sur] — 1 ; +oo].

D’apres le 1) le signe de f'(x) sur R est celui de son numérateur x(x + 2).

On reconnait la forme factorisée d’une fonction polyndme de degré 2, ayant donc pour racines : x;, =2 et x, = 0.
Comme a=1>0alors f'(x) estdusignedeasur]—2;0[etdusignede—asur] —oo;—-2[U]0;+oo .

Comme de plus : f(0) = f'(0) = 0,onasur | —1;4o0o[ le tableau de signe pour f”(x) et le tableau de variations pour f:

~A o 4 oo
Sigaee ote 4t e 4> =1
Jo oo \
e /
QL [

3) En déduire le sens de variations de la suite (uy,).
La fonction f'est donc croissante sur [0 ; +oo[, la suite (u,,) ’est donc aussi pour tout entier naturel n.

Partie B
1) Exprimer u,,; —u, en fonction de n.
_ _ (n+1)? _ n? _ (n+1)(n+1)? _ (m+2)n?  _ (n+1)(1+2n+n?)-n3-2n2 _ n2+3n+1
Pourtoutn €N, Unyq — Uy = o — o = T DD (n+2)(n+ 1) = (D



2) En déduire le sens de variations de la suite (u;,).
Pourtoutn €N, n+1>0,n+2>0et:n*>+3n+1>0.
Donc pour toutn € N, u,,,; —u, >0, SOit : Upyq > Uy

La suite (u,,) est donc strictement croissante pour tout n € N.

Exercice 6 : 4 points

Soit la fonction f définie sur l'intervalle [0 ; +oo[ par :

_ 2x
fe) = x2+9°

On admet que la fonction f est dérivable sur l'intervalle [0 ; +oo].

1. Montrer que, pour tout nombre réel x > 0, on a :
23+ x)(3 —x)
fe) = SV
(x2+4+9)

On pose, pour tout x de R : u(x) = 2x et v(x) = x? + 9. Ces deux fonctions sont dérivables sur R.
u(x) et: f'(x) = u' () v)-—u@)v’ (x)

Ona:u'(x) =2etv'(x) = 2x et alors, pour tout x € [0; 4+oo[, f(x) =

v(x) v(x)?
, 2(x2+49)-2xx2x _ 2x?+18-4x% _ 18-2x? _ 2(9-x2) _ 2(9-x2) _ 2(3+x)(3-x)
Dot :vx €[0; +oof , f (x) (x249)2 T (%2492 (x249)2  (x249)2  (x249)2  (x2+9)2

2. a. Déterminer une équation de la droite T, tangente a la courbe C de la fonction f au point d'abscisse 0.
2

D’apreés le cours, T : y = f'(0) X(x—0)+ f(0) avec:f’(2)=§=— et: f(0)=0;

9
Soit : T:y=§x

b. Sur la courbe ci-dessous, on a représenté une partie de la courbe C de la fonction f.
Construire ci-dessous la droite T avec précision en laissant les traits de construction.

09
08
o7

08

06 T

03

02




3. a. Justifier que f'(x) a le méme signe que 3 — x sur l'intervalle [0 ; +ool.
Vx€[0; +of 3+x>0 ; x24+9>0 et: (x24+9)?2?>0

Donc Vx € [0; +oof  f'(x) = 2(3(;;:—?1(;;@ est du signe de 3 — x (fonction affine).

b. Dresser le tableau de variations de la fonction f.

On a donc : avec f(3) = 32;139 - 1;‘8 =2
X 0 3 +00
Signe de f ’(x) + (D) —
Variations :
dor 0 / 3 \

. ) 1
c. Justifier que pour tout réel x = 0, f(x) < 3

D’apreés le tableau de variations de la question précédente, la fonction f'admet un maximum sur [0 ; +oo[ enx =3

. . 1
(sa dérivée s’annule en x = 3 en changeant de signe). Donc Vx € [0; +oo[ f(x) < f(3) = 3

Ou par le calcul : Soit x € [0; +oo[ alors 0 < (x —3)% soit:0<x?—6x+9 soit:3X2x <x?+9

3X2x . 2x
<1 soit :
x2+9 x2+9

soit :

S§ soit:f(x)Sé

4. Conjecturer puis démontrer la position de la courbe C et de la droite T sur l'intervalle [0 ; +oo].

La courbe C semble au-dessous de la droite T sur l'intervalle [0 ; +oo].

On étudie le signe de la quantité : f{x) —y, différence entre I’ordonnée d’un point de C d’abscisse x et celle du
point de 7 d’abscisse x également.

. 2x 2 9x2x—2xx(x%+9) _ 18x—2x3—18x —2x3
Soitx € [0 ; +oo], f(x)—y=x2+9—§x= = =

9x(x249) 9x(x249)  9x(x249) =0

Donc f{x) — y est du signe de —2x3 et s’annule en x = 0.
On a finalement :
esix €]0;+00 [, —2x3< 0 etdonc fix)—y<0 soit fix)< y : lacourbe C est au-dessous de la droite T;

*six =0, fix)—y=0 etdonc fix)y=y : les deux courbes sont confondues.



